
C*-環の単位元添加とコンパクト化、およびコロナ環の幾何学的解釈
本稿では、局所コンパクト (locally compact) Hausdorff空間上の関数環を通した、Gelfand-Naimark双対性の直観的な理解
と、そこから自然に導かれるコンパクト化 (compactification) の理論、さらには現代作用素環論において極めて重要な非可換
幾何学の対象であるコロナ環 (corona algebra) について解説します。本稿の内容は、抽象的な代数操作に終始せず、空間の無
限遠での振る舞いや境界に着目するという、幾何学的な直観を重視したアプローチに基づいています。

1. 局所コンパクト空間の1点コンパクト化と単位元添加

定義 1.1
 を非コンパクトな局所コンパクト (locally compact) Hausdorff空間とする。

 を  上の有界な複素数値連続関数全体のなす -環とする。
 を  上の無限遠で  に収束する連続関数全体のなす -環とする。すなわち、  とは、任意の 

 に対してコンパクト集合  が存在し、  ならば  となることである。
 を  上の無限遠で一定の複素数値に収束する連続関数全体のなす -環とする。すなわち、

 とは、ある複素数  が存在し、  となることである。ここで  は  上の定
数関数を表す。

命題 1.2
 と、非単位的 -環  に代数的に単位元を直和で添加した -環  は、 -環として等長同型

である。

証明
写像  を  で定める。
(1)  は定義から明らかに線形写像であり、また複素共役の演算（対合）を保存する。積についても、

 と
なり、乗法性を持つ。したがって -準同型である。
(2) 定義より  は全射である。単射性を示すために  と仮定する。このとき  であるが、  は非
コンパクトであるため、  に属する関数が定数関数となるのは恒等的に  のときに限る。ゆえに  かつ 

 となり、単射性が示された。
(3) -環の間の単射 -準同型は常に等長写像である。以上より、  は -環としての等長同型を与える。

解説：なぜ標準的なテキストは直和を用いるのか
命題1.2が示すように、空間  の幾何学を知っている立場から見れば、不自然な直和を用いるより、最初から 
を考えた方が「無限遠で一定値に収束する関数」としてシンプルで直観的です。しかし、多くの作用素環論の教科書が
直和構成を採用するのには明確な理由があります。Gelfand-Naimark双対性の本来の目的は「空間を知らない抽象的な非
単位的 -環  から、空間  という概念そのものを創り出す」ことだからです。代数的な単位元添加  を行う
ことで、結果として付加された  の成分が、空間側の「無限遠点」として立ち現れるという論理構造になっています。

2. コンパクト化の束 (lattice) と C*-部分環
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定義 2.1
局所コンパクト (locally compact) Hausdorff空間  のコンパクト化 (compactification) とは、コンパクトHausdorff空間 

 と、その中への稠密な埋め込み（位相同型）  の組  のことである。

定理 2.2
空間  のコンパクト化 (compactification) の同値類全体は、  の -部分環であって、  と定数関数  を含
むもの全体と一対一に対応する。代数的な包含関係は、幾何学的なコンパクト化 (compactification) の粗密の順序と逆転
して対応する。

例 2.3
(1) 最小のコンパクト化: 1点コンパクト化 (one-point compactification) 
代数側で  に  だけを付け足した最小の環が  である。幾何学的には、無限遠をたった1点に丸め込む最も
粗いコンパクト化 (compactification) に対応する。

(2) 最大のコンパクト化: Stone-Čechコンパクト化 
代数側で  を含む最大の有界連続関数の環は  自身である。幾何学的には、無限遠を丸め込まず、  の有界
関数が識別できるすべての方向を残した、最も細かく巨大なコンパクト化 (compactification) に対応する。

解説：直観的な見通しの良さ
 という定義から出発すると、このような美しい階層構造（ラティス）は見えてきません。しかし「

という有界連続関数の母体のなかで、無限遠での関数の振る舞いを制限していく」という視点を持つことで、1点コンパ
クト化からStone-Čechコンパクト化へのつながりが自然に理解できます。

3. コロナ環の可換および非可換幾何学

定義 3.1
局所コンパクト (locally compact) Hausdorff空間  に対し、可換なコロナ環 (corona algebra)  を商環 

 によって定義する。

定理 3.2
 は、Stone-Čechコンパクト化の境界  上の連続関数環  と同型である。

証明
関数環の同型  により、  は  上の連続関数であって境界  上で  となるイデアルと
同一視される。したがって商環  を考えることは、  の元を境界  上に制限することに他
ならない。Tietzeの拡張定理により、境界上の任意の連続関数は  全体に連続に拡張できるため、この制限写像は全
射である。したがって第一同型定理より  が成り立つ。

例 3.3（離散空間のコロナ）
（離散位相）とする。このとき有界列の空間  と  に収束する列の空間  を用いて、コロナ環 (corona

algebra) は  と表される。この空間  は超不連結 (extremally disconnected) （任意の開集合の閉包がclopenにな
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る）であるが、その境界  は自由超フィルター (free ultrafilter) の空間に対応し、極めて巨大で非自明な位相を持
つ。

定義 3.4 (非可換化)
 を非単位的 -環とする。  の乗法作用素環 (multiplier algebra)  とは、  を本質的イデアルとして含む最大の
単位的 -環のことである。

このとき、非単位的 -環  のコロナ環 (corona algebra)  を次で定義する。

解説：非可換な無限遠の境界
 のとき、  となるため、可換な場合と完全に一致します。つまり、コロナ環 (corona

algebra) とは、抽象的な -環を「非可換な局所コンパクト (locally compact) 空間」とみなした際に、その「無限遠の
境界 (boundary)」だけを純粋に代数的に切り出した対象です。なお、英語圏の学術論文では、固有名詞ではないため
「corona algebra」と小文字で表記するのが正しい慣習です。

4. Calkin環とFredholm作用素

例 4.1
無限次元Hilbert空間  上のコンパクト作用素 (compact operator) 全体のなす -環  を考える。このとき乗
法作用素環 (multiplier algebra) は有界線形作用素全体  となる。
この場合のコロナ環 (corona algebra) は

となり、これを特にCalkin環 (Calkin algebra) と呼ぶ。

解説：幾何学と解析学の架け橋
Calkin環 (Calkin algebra) のなかで元が可逆であるという条件を、もとの作用素  に引き戻して解釈すると、それ
は解析学において微分方程式の解の理論の核となるFredholm作用素 (Fredholm operator) の定義そのものになります。こ
の非可換な境界の理論は、指数定理やK理論など、現代数学の根幹をなす理論へとつながっています。
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